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■1群（信号・システム）-- 1編（情報理論）

6章 ユニバーサル符号

【本章の構成】

本章では，以下について解説する．

　　6-1 統計的手法

6-2 統計量を用いないユニバーサル符号

6-3 整数の符号化

6-4 コルモゴロフ複雑度とユニバーサル符号
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■1群 -- 1編 -- 6章

6--1 統計的手法
（執筆者：有村光晴）［2012年 10月受領］

本節では統計的推定に基づくユニバーサル符号について述べる．これらの符号は，情報源

を定常無記憶情報源もしくはマルコフ情報源と仮定し，各シンボルの出現頻度から統計的に

推定した確率を用いて算術符号化を行う．よって，確率を如何に推定するかが重要である．

本章で述べる符号では，(1) 2段階符号，(2)ベイズ符号及び重み付け法，そして (3)最尤

符号と呼ばれる各種の符号が用いられている．

6--1--1 KT（Krichevsky-Tro�mov）推定

KT 推定は，2値の i.i.d.系列の確率をパラメータに関する持つみます。重み付けで求める

ものである．逐次算術符号と組み合わせると，定常無記憶情報源全体のクラスに対する逐次

的な強ユニバーサル符号を実現できる．

2値 i.i.d.系列において 0の出現する確率を θ と書き，このパラメータ θ が θ ∈ Θ = [0,1]

の範囲をとるような，定常無記憶情報源全体のクラスを考える．0を n(0)個，1を n(1)個

(n(0)+ n(1) = n)含む系列 xn が，パラメータが θ の情報源から生成される確率は Pθ(xn) =

θn(0)(1− θ)n(1)と書ける．θ ∈ Θの確率分布を (1/2,1/2)-Dicichlet分布としてこの確率を加重

平均すると，KT 推定量1, 2)

PKT (n(0),n(1)) =

∫ 1

0

1

π
√

(1− θ)θ (1− θ)n(0)θn(1)dθ

が得られる．

まず，PKT (n(0),n(1))を用いた符号化アルゴリズムを述べる．確率 PKT (n(0),n(1))は n(0)≥
0, n(1)≥ 0を満たす任意の n(0),n(1)に対して

PKT (n(0) + 1,n(1)) =
n(0) + 1

2

n(0)+ n(1)+ 1
PKT (n(0),n(1)), (6・1)

PKT (n(0),n(1)+ 1) =
n(1) + 1

2

n(0)+ n(1)+ 1
PKT (n(0),n(1)), (6・2)

を満たし，また PKT (0,0) = 1となるので，系列 xn を x1 から順に見ながら PKT (n(0), n(1))

を逐次的に計算することが可能である．よって，PKT (n(0), n(1))を符号化確率に用いる逐次

型算術符号を構成することが可能である．

次に，確率 PKT (n(0), n(1))を用いた Shannon符号の性能を述べる．確率 PKT (n(0), n(1))は

PKT (n(0),n(1))≥ 1

2
√

n(0)+ n(1)

( n(0)
n(0)+ n(1)

)n(0)( n(1)
n(0)+ n(1)

)n(1)

のように θ によらない下界を持つことから

log
(1− θ)n(0)θn(1)

PKT (n(0),n(1))
≤ 1

2
logn + 1
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が成立する．系列の確率に KT 推定量を用いて Shannon符号で xn を符号化したときの符号

語長は `KT (xn) = d− logPKT (n(0),n(1))eと書けるので，1シンボル当たりの冗長度は，

1
n

{
`KT (xn) − log

1
Pθ(xn)

}
=

1
n

{⌈
log

1
PKT (n(0),n(1))

⌉
− log

1
(1− θ)n(0)θn(1)

}

≤ 1
2n

logn + 2

のように，θ にも xn にもよらない上界で押さえられる．以上で，KT 推定量を用いることで

定常無記憶情報源のクラスに対するユニバーサル符号を構成することができた．

6--1--2 MDL 原理

Rissanen3)によって，ユニバーサル符号化だけでなく情報源のモデル推定も対象とする方法

論として提案されたのが MDL（Minimum Description Length；最小記述長）原理である．

Rissanen4)は次の定理を示した．系列 xnの確率が，k次元のパラメータ θ = (θ1, θ2, · · · , θk) ∈
Ωk によって Pθ(xn)と指定されるパラメトリックな定常情報源 Xn

θ の集合を考える．ただし，

Ωk は k次元実数 Rk の部分集合のうち適当な条件を満たすものであり，更にパラメータ θの

最尤推定量 θ∗(xn)が中心極限定理を満たすと仮定する．すると，各 nで Kraftの不等式を満

たすような xn の符号語長関数 L(xn)の確率分布 Pθ に関する期待値 Eθ[L(Xn
θ )] は，すべての

kと任意の ε > 0，及び θ ∈ Ωk\Aε(n)に対して

Eθ[L(Xn
θ )]

n
≥ H(Xn

θ )

n
+

(1
2
− ε

) k
n

logn

を満たす．ただし，Aε(n)は n→ ∞ のとき測度が 0に収束するような θ の集合である．ま

た，任意の ε > 0と十分大きい n ≥ n(ε)，すべての θ ∈ Ω = ∪kΩk に対して

Eθ[L(Xn
θ )]

n
<

H(Xn
θ )

n
+

(1
2

+ ε
) k
n

logn

を満たすような，最適な符号語長関数 L(xn)が存在する．

これにより，系列 xn を生成した情報源 Xn
θ を符号化の際に知らない場合でも，1シンボル

当たりの符号語長の期待値が，情報源のエントロピーレートに約 (k/2n) lognを加えた量と

なるような符号が存在することになる．Rissanen4)はこの符号語長を達成する符号として次

のような 2段階符号を構築した．まず，xn から k及び θ を最尤推定する．次に kと θ を符

号化すると，これらの値で指定される確率分布によって xn が生成されたものと仮定して xn

を Shannon符号で符号化することができる．これより，

min
θ,k

{
log

1
Pθ(xn)

+
k
2

logn
}

= log
1

Pθ∗(xn)(xn)
+

k∗(xn)
2

logn (6・3)

を，情報源クラスΩに関して系列 xnに含まれる情報量として定義する．第 2項 (k∗(xn)/2) logn

は，パラメータ θ ∈ Ωk の最尤推定量を記述するために必要なコストと考えることができるの

で，これを最適なモデルコストと呼ぶことにする．以上で，系列 xnによってパラメータの次

数 k及びパラメータ θ を推定することができる．これが MDL 原理である．
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6--1--3 Stochastic Complexity

系列 xn のコルモゴロフ複雑度は，ユニバーサルなチューリング機械によって xn を表現す

るためのプログラムの最短の長さで定義される．一方，式 (6・3)は xnからそのモデルを推定

するための基準であるが，これを系列 xnを記述するための最小の長さとして解釈すると，系

列 xn の複雑度としてみることができる．これを，上記の 2段階符号のみならずすべての符

号にわたって最小化したものが確率的複雑度である．この値は Rissanen5)によって次のよう

に定義された．xn が与えられたもとでの θ の最尤推定値を θ∗(xn) とすると，xn の最大尤度

は Pθ∗(xn)(xn)で与えられる．この値を規格化した

m̂n(xn) =
Pθ∗(xn)(xn)∑
xn Pθ∗(xn)(xn)

を符号化確率として用いる Shannon符号を最尤符号と呼ぶ．その記述長は切り上げを除くと

log(1/m̂n(xn))と書ける．これを確率的複雑度として定義すると，

log
1

m̂n(xn)
= log

1
Pθ∗(xn)(xn)

+
k
2

log
n
2π

+ log
∫

Θ

√
detI (θ)dθ + o(1)

が成立する．ただし，I (θ)は θ の Fisher情報行列であり，o(1)は n→ ∞のとき 0に収束す

る量である．

6--1--4 CTW，PPM

文脈長に上界が存在するような情報源クラスにおいて，その上界が既知である場合のユニ

バーサル符号として代表的なものに CTW法2) と PPM法6)が存在する．両者ともその後，文

脈長に上界が存在しないような情報源クラスに対応できるよう拡張されている．

（1）CTW 法

Context Tree Weighting（CTW）法は，Willemsら2)によって 1995年に提案された．2値

系列に対する深さ D の文脈 2分木 TD を考える．節点に対するラベル sを，文脈木の根か

ら節点までの長さ |s|の経路とする（節点 sとそのラベル sを同一視する）．深さ mの節点の

ラベルは長さ mの文脈に対応する．木の根に対するラベルは長さ 0の文脈 λであり，節点 s

の 2つの子節点は文脈 0s及び 1sに対応する．

文脈 sに対して，xn 内で s0及び s1が出現した（すなわち，文脈 sの次にシンボル 0及

び 1が出現した）頻度をそれぞれ as, bsと書くと，sの子節点 0sにおける頻度 a0s, b0sと 1s

における頻度 a1s, b1sは a0s + a1s = as及び b0s + b1s = bsを満たす．

節点 sにおいて，頻度 as, bsから KT 推定確率 PKT (as,bs)を求める．この値を

Ps
w =


PKT (as, bs) + P0s

w P1s
w

2
, if |s| < D,

PKT (as,bs), if |s| = D,

のように再帰的に重み付けし，木の根において求まる重み付き確率 Pλ
w を系列の出現確率の

推定値 P∗(xn)とし，P∗(xn)を用いて算術符号を行う．

x1 に対する文脈 x0
−D+1 が与えられているという条件のもとでの xn に対するこの符号の符
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号語長を L(xn|x0
−D+1)と書くと，個別冗長度は

L(xn|x0
−D+1) − log

1

P(xn|x0
−D+1)

< ΓD(S) + |S| · γ(
n
|S| ) + 2

のように，個別の系列 xnにも情報源の確率にも依存しない一様な上界で押さえられる．ただ

し，ΓD(S)は ΓD(S) = |S| − 1 + |{s : s ∈ S, |s|< D}|で，γ(·)は

γ(z) =


z, for 0 ≤ z< 1,
1
2 logz+ 1, for z≥ 1

で与えられる．

（2）PPM法

Predictionby Partial Matching（PPM）法は，ClearyとWitten6)によって 1984年に提案さ

れた．系列 xn = x1x2 · · · xn のうち xi−1 の符号化が終了した時点で，xi = ϕ を符号化する際

の確率 p(xi) = p(ϕ) の推定を，xi−1 を用いて行うことにする．このとき PPM法では，過去

に xi と同じシンボルが出現した，なるべく長い文脈を用いて，今回の xi の確率を推定する．

マルコフモデルの最大次数を oとする．0 ≤ m≤ oに対して，xi−1 の中で長さ mの文脈の

後に文字 ϕが出現した回数を cm(ϕ)とする．文脈に関わらずシンボル自体が出現しない（す

なわち，すべての mに対して cm(ϕ) = 0となる)場合のために m = −1を準備する．m = −1

ではすべての ϕに対して c−1(ϕ) = 1と設定しておく．

m次のモデルで予測されるが，それより高い次数では予測されない文字の集合を Amとす

る．集合 Amに含まれる文字は Am = {ϕ : cm(ϕ) > 0} −⋃o
l=m+1 Al と書かれる．文字 ϕに対し

て m次で推定される確率は pm(ϕ) = cm(ϕ)/(1 + Cm) で与えられる．ただし，Cmは m次の

モデルで予測される文字の出現頻度の合計 Cm =
∑
ϕ∈Am

cm(ϕ)である．よって，次数 mにお

いて初めて出現する文字に対するエスケープ確率は em = 1−∑
ϕ∈Am

pm(ϕ) = 1/(1 + Cm)で与

えられる．最終的に，PPMにおけるシンボルの推定確率は p(ϕ) = pm(ϕ)
∏o

l=m+1 el で与えら

れる．

p(ϕ)の計算の手続きは最高次数 oで開始される．文字 ϕ に対する pm(ϕ) が 0である間，

次数を減らしながら各次数のエスケープ確率 emを掛け合わせる．最後に，pm(ϕ) > 0となる

最初の mにおける pm(ϕ)を掛けたものが p(ϕ)となる．

pm(ϕ)及び emの計算方法は，上の式以外にも様々なバリエーションが存在する．
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■1群 -- 1編 -- 6章

6--2 統計量を用いないユニバーサル符号
（執筆者：有村光晴）［2012年 10月受領］

6--2--1 辞書法及びその符号化定理

（1）LZ77符号

LZ77符号は，1977年に Ziv と Lempel1)によって提案されたアルゴリズムであり，系列を

ブロックに分割して符号化する．パラメータとして 1以上の整数 wが存在する．

系列 xn のうち xi (i < n)の分割が終了していると仮定し，未分割部 xn
i+1 の先頭からブロッ

クを切り出すことを考える．xi の最後 wシンボル xi
i−w+1をスライド窓と呼ぶ．スライド窓

の中に先頭シンボルが存在する系列 xn
i− j+1 (1 ≤ j ≤ w)と，未分割部 xn

i+1 の語頭が何シンボ

ル一致しているかを調べる．ここで，最も長い一致となった j が jmaxだったとし，一致長が

kシンボルであるとする．このとき，未分割部からその k + 1シンボルの語頭 xi+k+1
i+1 を切り

出して次のブロックとする．

切り出された各ブロックは，最大一致の先頭インデックス jmaxと一致長 k，不一致シンボ

ル xi+k+1 という 3つの情報が符号化される．

この符号化アルゴリズムの若干異なるバリエーションについて，スライド窓サイズを大き

くしていったときに平均符号語長がエントロピーに収束することが証明されている2)．定常

エルゴード情報源 X = X1X2 · · · のエントロピーレートを H(X)とし，この情報源から生成さ

れた系列 xn を窓サイズ wで符号化したときの符号語長を `LZ77(xn)とすると，

lim
w→∞

lim
n→∞

EXn [`LZ77(Xn)]
n

= H(X)

が成立する．

（2）LZ78符号

LZ78符号は，1978年に Zivと Lempel3)によって提案された．

この符号化では，単語が登録された外部辞書 Dを保持し，辞書と系列の未分割部の語頭と

の間で最大一致する単語を探し，未分割部の語頭を切り出して符号化を行う．

符号化に先立って，D = {}としておく．系列 xn のうち xi (i < n)の分割が終了していると

仮定し，未分割部 xn
i+1 の先頭からブロックを切り出すことを考える．辞書に含まれる単語 d j

と未分割部 xn
i+1 の語頭が何シンボル一致しているか調べる．ここで，最も長い一致となった

j が jmaxであるとし，一致長が kシンボルであったとする．このとき，未分割部 xn
i+1 からそ

の k + 1シンボルの語頭 xi+k+1
i+1 を切り出して次のブロックとする．また，xi+k+1

i+1 を辞書 Dに

追加する．

切り出された各ブロックに対して，最大一致のインデックス jmaxと不一致シンボル xi+k+1

が符号化される．

この符号化アルゴリズムについては，オリジナルの論文3)において，その符号語長がエン

トロピーレートに概収束することが証明されている．エントロピーレートが H(X)であるよ

うな定常エルゴード情報源 X = X1X2 · · · から生成された系列 x∞ の先頭 nシンボルを符号化

したときの符号語長を `LZ78(x∞,n)とすると，
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Pr
{
x∞ : lim

n→∞
`LZ78(x∞,n)

n
= H(X)

}
= 1

が成立する．

6--2--2 ソート法及びその符号化定理

（1）ブロックソート法

ブロックソート法は，BurrowsとWheeler4)によって 1994年に提案された．系列をブロッ

クに区切った後，まず Burrows-Wheeler（BW）変換と呼ばれる変換で同じ長さのブロック

に変換する．更に，ブロックを Recency Rank符号化5, 6, 7) によって同じ長さの正整数列に変

換する．これを算術符号によって符号化するアルゴリズムである．

なお，bzip2に代表されるこのアルゴリズムの実装の多くでは，Recency Rank符号と算術

符号の間にランレングス符号化が挟まっている．ここではランレングス符号を用いない符号

化法について述べる．

ブロックソート法によって系列 xnを符号化する際には，まず Burrows-Wheeler変換（BW

変換）と呼ばれる変換によって系列 xnを別の系列 ynと整数 pに変換する．更に，系列 ynを

Recency Rank変換（RR変換）によって同じ長さの整数列 zn に変換する．最後に，pと zn

を算術符号によってエントロピー符号化したものが xn に対する符号となる．

まず BW変換について述べる．系列 xnが与えられたとするとき，その先頭シンボル x1を

系列の最後に移動した xn
2x1 を xn の左巡回シフトと呼び，R(xn)と書く．xn に左巡回シフト

を k回繰り返して適用したものを Rk(xn) と書く．n× nの行列を作成し，k行目に Rk−1(xn)

を書く．次に，この行列の行集合を辞書順に整列する．整列された行列の一番右の列を上か

ら順に取り出したものを yn とし，整列後に xn が存在する行を pとする．

次に，RR変換によって系列 yn を整数列 zn に変換する．系列 xn のアルファベットを A，
そのサイズを Aとする．変換に先立って A に含まれるシンボルをアルファベット順に並べ
たものを L0 とする．各 i = 1, . . . ,nに対して，Li−1 の中でシンボル yi が先頭から zi 番目に

あったとする．このシンボルを先頭に移動したものを Li とする．以上で，系列 yn が整数列

zn に符号化される．

pは 1以上 A 以下の整数，znは同じく 1以上 A 以下の整数列なので，これを連接した pzn

を算術符号化すればよい．

（2）文脈ソート法

文脈ソート法は，横尾と高橋8)によって 1996年に提案された．ブロックソート法の逐次ア

ルゴリズム版として見ることが可能である．

この符号化アルゴリズムでは，各シンボルに対して逐次的に整数値のランクを割り当て，

ランクの値を符号化する．例えば，xn =abrabrのうち xi =abrabの符号化が終了していると

仮定する．まず，各シンボルとその文脈の組 (x j , x
j−1
1 ) を j = 1,2, . . . , i に対して作成したも

のと，次に符号化するシンボルを ?とし，現在の文脈と組にしたもの (?,abrabr)をすべて書

き出すと

(a, λ), (b, a), (r, ab), (a, abr), (b, abra), (?,abrab)
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となる．ただし，λは空列を表す．次に，文脈を右から見ながら辞書順にソートすると，

1 : (a, λ), 2 : (b,a), 3 : (b,abra),4 : (r, ab), 5 : (?, abrab), 6 : (a, abr),

となる．次に，現在の文脈の位置が pであるとき，文脈の類似度順を反映するように p + 1,

p− 1, p + 2, p− 2, . . .の順に並べ換えると

1 : (a, abr),2 : (r,ab),3 : (b, abra),4 : (b,a),5 : (a, λ)

となる．最後に，シンボル x j の出現順にランクを振ると，シンボル a, r, bのランクがそれぞ

れ 1, 2, 3となる．実際に次に出現するシンボル xi+1 は rなので，2という値に変換される．

このような手続きにより，類似した文脈の次に出現するシンボルは偏っているという性質

を用いて系列をシンボル単位で符号化する．

6--2--3 文法法及びその符号化定理

（1）MPM

MPMは，Kiefferら12)によって 2000年に提案された．系列を 2のべき乗のブロックに再

帰的に分割して，各レベルでパターン一致を見つけて符号化を行う．

最大レベルを Lとし，系列長 nが 2L の倍数であると仮定する．系列 xn を長さ 2L ずつの

ブロック wL(1),wL(2), . . . ,に区切って並べたものをレベル Lのブロック列とする．まず，レ

ベル L の各ブロック wL(i) において，左側に同じブロック wL( j) ( j < i) が存在しないもの

w1
L,w

2
L, . . .を取り出す．次に，各ブロック wL(i) で，左側に同じブロック w j

L が存在するもの

は，インデックス j をこのブロックに対する符号とする．

次に，初出ブロック列 w1
L,w

2
L, . . .のそれぞれを 2分割したものをレベル L − 1のブロック

列 wL−1(1),wL−1(2), . . .とする．レベル L− 1に対してもレベル Lと同様，初出ブロックとそ

れ以外のブロックに分けて，初出ブロック以外のブロックは初出ブロックに対するインデッ

クスを符号とし，初出ブロックは更に 2分割する．この操作をレベル 1まで繰り返すと，レ

ベル 1の各ブロックの長さは 1となる．

各ブロックに対するインデックスの符号化は，逆にレベル 1からレベル Lまで順に行うと

効率的に符号化できる．

（2）文脈自由文法を用いる符号

文脈自由文法を用いる符号，は Kiefferと Yang10, 11) によって提案された符号のクラスであ

る．MPM 法や LZ78法は，このクラスの符号にてブロック分割の形に制限をかけたものと

してみることができる．また，Nevill-ManningとWitten9)によって類似のアルゴリズムが提

案されている．

文脈自由文法 G = (V,T,P,S)は非終端記号（変数）V，終端記号の集合（アルファベット）

T，生成規則 P = {pi}, pi : V → (V ∪ T)∗，開始記号 S ∈ V から成る．符号化する系列 xn の

みを生成するような文法規則を作成する．

例えば，xn = ababbabbbを生成するような文法規則は以下のようにして作ることができる．

1. 初期化として，与えられた xn を右辺とする規則 S→ ababb abbbを作成する．
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2. abbが Sの右辺の 2箇所に存在するので，これを変数 Aに置き換えて，新しく規則 A

を作成すると S→ abAAb, A→ abbとなる．

3. Sと Aの右辺に abが存在するので，これを変数 Bに置き換えて，新しく規則 Bを作

成すると S→ BAAb, A→ Bb, B→ abとなる．

4. 右辺の変数が出現順に A1,A2 となるように変数の付け替えを行い，生成規則の順序を

変えると，生成規則の集合は S→ A1A2A2b, A1 → ab, A2 → A1bとなる．

以上で，系列 xnを生成する文脈自由文法の生成規則ができた．この生成規則の右辺を上か

ら順に並べると A1A2A2b, ab,A1bとなるので，xnの代わりにこの系列を（区切り文字のカン

マも含めて）ベルヌーイ系列として算術符号化する．
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6--3 整数の符号化
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■1群 -- 1編 -- 6章

6--4 コルモゴロフ複雑度とユニバーサル符号
（執筆者：葛岡成晃）［2009年 11月受領］

コルモゴロフ複雑度は，系列の複雑さを測る一つの尺度である．ある系列 xのコルモゴロ

フ複雑度は，計算機が xを出力するために必要な最小の入力プログラムの長さとして定義さ

れる．コルモゴロフ複雑度に基づいた情報理論は，1960年代にコルモゴロフ（Kolmogorov）
1)やソロモノフ（Solomonoff）2)，チャイティン（Chaitin）3)らによって創始され，現在，ア

ルゴリズム情報理論と呼ばれている．

本節では，コルモゴロフ複雑度の定義と基本的な性質について説明した後，コルモゴロフ

複雑度とエントロピーとの関係について述べる．そして，コルモゴロフ複雑度が，系列のラ

ンダム性を判定する問題やチューリング機械の停止判定問題と関係していることを説明する．

最後に，与えられたデータが持つ構造をコルモゴロフ複雑度に基づいて抽出する，アルゴリ

ズム情報理論的な考え方を紹介し，MDL（Minimum Description Length）原理などとの関係

を説明する．なお，本節の内容の詳細については文献 4)を参照のこと．

6--4--1 コルモゴロフ複雑度の定義と性質

（1）計算モデル

空列 ε を含む有限長の 2進列全体の集合を {0, 1}∗ で表す．なお，{0,1}∗ と非負整数の集合
N との間に自然な一対一対応を定めることができるので，これ以降 {0,1}∗ と N を同一視す
る．`(x) で 2進列 x ∈ {0, 1}∗ の系列長を表す．2つの 2進列 x, y ∈ {0,1}∗ に対して xyで x

と yの連接を表す．また，〈x, y〉で `(x)個の 1の後に 0，x及び yを連接した系列 1`(x)0xyを

表す．

チューリング機械で計算可能な関数を帰納的関数（Recursive Function）という．また，実数

値関数 f に対して，任意の x ∈ {0, 1}∗ と k ∈ N ついて | f (x)−g(x, k)| < 1/kとなる帰納的関数

gが存在するとき，f は計算可能（Computable）という．ただし，ここでは g(〈x, k〉) = 〈p,q〉
のとき gは g(x, k) = p/qなる有理数関数であると考える．同様に，kに関して単調非減少

でかつ limk→∞ g(x, k) = f (x) となる帰納的関数 g が存在するとき f は下から半計算可能

（Semi-computable from Below）という．− f が下から半計算可能なとき f は上から半計算可

能（Semi-computable from Above）という．

以下では，作業用テープのほかに一方向にのみ動く読み込み専用の入力用テープと書き込

み専用の出力用テープとを持つチューリング機械のみを考える．すると，あるチューリング

機械 T に対して，入力用テープから p ∈ {0,1}∗ を読み込んだ状態で T が停止するような 2

進列 pの全体は，語頭条件を満足することになる．T が停止した段階で，入力用テープから

p ∈ {0,1}∗ を読み込んでおり，出力用テープに x ∈ {0,1}∗ を書き込んだ状態になっていると
き，T(p) = xと表す．

（2）複雑度の定義

チューリング機械 T と 2進列 x, y ∈ {0,1}∗ に対して KT (x|y) = min{`(p) : T(y, p) = x}と
定義する．ただし，T(y, p) = T(〈y, p〉) である．また，T(y, p) = xとなる p ∈ {0, 1}∗ が存在
しない場合には KT (x|y) = ∞ と定義しておく．このとき，任意のチューリング機械 T と任

意の x, y ∈ {0,1}∗ に対して KU (x|y) ≤ KT (x|y) + cT（cT は xと yには依存しない定数）と
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なる万能チューリング機械 U が存在する．そこで，万能チューリング機械 U を 1つ固定

し，条件付きコルモゴロフ複雑度 K(x|y)を K(x|y) = KU (x|y)と定める．なお，2つの万能

チューリング機械 U と U′ に対して，定数 cUU′ が存在して任意の x, y ∈ {0,1}∗ に対して
|KU (x|y)− KU′ (x|y)| ≤ cUU′ となるので，どの万能チューリング機械を用いて複雑度を定義し

ても，その差は高々定数で抑えられる．

2進列 x ∈ {0, 1}∗ のコルモゴロフ複雑度 K(x)は，空列 ε を条件としたときの条件付きコ

ルモゴロフ複雑度 K(x|ε)によって定義される．また，K(x, y) = K(〈x, y〉)とする．
（3）複雑度の性質

以下では，xに依存しない定数 cが存在して f (x) ≤ g(x) + cとなるとき f (x) . g(x) と

表し，| f (x) − g(x)| ≤ cとなるとき f (x) ≈ g(x) と表す．すると，複雑度と系列長について

K(x|`(x)) . `(x)及び K(x) . `(x) + 2 log`(x)が成り立つ．また，K(x|y) . K(x) . K(x, y)や，

劣加法性 K(x, y) . K(x) + K(y|x) . K(x) + K(y)及び対称性 K(x, y) ≈ K(x) + K(y|x,K(x)) ≈

K(x) + K(y|x∗) ≈ K(y, x) などが成り立つ．ただし，x∗ は xを出力する最短の入力（つまり

U(x∗) = xかつ `(x∗) = K(x)なる 2進列）である．更に，万能チューリング機械 U を停止さ

せる入力の全体が語頭条件を満足することから，クラフトの不等式
∑

x∈{0,1}∗ 2−K(x) ≤ 1及び

|{x ∈ {0,1}∗ : K(x) < k}| < 2k が成り立つ．

複雑度を N 上の関数として考えた場合，K(n) . log∗ n = logn+ log(2)(n)+ · · ·+ log(m(n))(n)

が成り立つ．ただし，log(k) は logの k回の合成関数であり，m(n)は log(m)(n) ≥ 0となる最

大の正整数 mを表す．また，
∑

n 2− f (n) = ∞ なる関数 f (n)に対して，K(n) > f (n) となる n

が無限個存在する．例えば，K(n) > lognが無限個の nに対して成り立つ．

なお，コルモゴロフ複雑度は計算不可能である．更に，無限個の x ∈ {0,1}∗ に対して φ(x)

が定義され，かつ，φ(x)が定義されている xについては φ(x) = K(x)となる帰納的部分関数

φは存在しない．ただし，K(x)は上から半計算可能ではある．

6--4--2 コルモゴロフ複雑度とエントロピー

コルモゴロフ複雑度の定義で用いた万能チューリング機械 U を用いて，{0,1}∗ 上の普遍確
率（Universal Probability）PU を PU (x) =

∑
p:U(p)=x 2−`(p) と定義する．このとき，ある定数

cが存在して 2−K(x) ≤ PU (x) ≤ c2−K(x) が成り立つ．すなわち，K(x) ≈ − logPU (x) となる．

この関係は，コルモゴロフ複雑度 K(x)が，分布 PU に対するシャノン・ファノ符号の符号長

− logPU (x)に対応することを示している．同様に，条件付き普遍確率（Conditional Universal

Probability）を PU (x|y) =
∑

p:U(y,p)=x 2−`(p) と定義すれば，K(x|y) ≈ − logPU (x|y)が成り立つ．∑
x∈{0,1}∗ P(x) = 1なる関数 P: {0,1}∗ → [0,1] を {0,1}∗ 上の確率測度と呼ぶ．任意の計算

可能な確率測度 Pに対して，ある定数 cが存在して任意の x ∈ {0, 1}∗ について PU (x) ≥ cP(x)

が成り立つ．また，Pのエントロピーを H(P) = −∑
x P(x) logP(x)と定めると，任意の計算

可能な確率測度 Pに対して，ある定数 cが存在して H(P) ≤ ∑
x P(x)K(x) ≤ H(P) + cが成り

立つ．すなわち，高々定数の差を除けば，コルモゴロフ複雑度の平均値はエントロピーと等

しくなる．

同様の結果は確率過程に対しても示される． f (x) = µ({xω : ω ∈ {0,1}∞}) (x ∈ {0,1}∗)が計
算可能である µを確率測度として持つ確率過程 (X1,X2, . . . )に対して，ある定数 cが存在して

任意の正整数 nについて H(X1,X2, . . . ,Xn) ≤ Eµ [K(X1,X2, . . . ,Xn|n)] ≤ H(X1,X2 . . . ,Xn) + c
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が成り立つ6)．ただし，Eµ は確率測度 µに関する平均を表す．

6--4--3 コルモゴロフ複雑度とランダム性

（1）ランダム性と圧縮不可能性

計算可能な {0,1}∞ 上の確率測度 µに対して，次の条件を満たす {0, 1}∞ 上の関数 δ考える．

(1)下から半計算可能な関数 γ を用いて，δ(ω) = supn∈N γ(ω1:n) と表せる．ただし，ω1:n は

ω ∈ {0,1}∞ の先頭 n文字を表す．(2)任意の m≥ 0に対して µ({ω : δ(ω) ≥ m}) ≤ 2−m．これ

ら 2つの条件を満たす関数 δを逐次的 µ-検定（Sequentialµ-test）と呼ぶ（δ(ω) = ∞のとき
検定 δは ωを棄却するという）．このとき，ある逐次的 µ-検定 f が存在して，任意の逐次的

µ-検定 δに対して f (ω) ≥ δ(ω) − cδ となる（cδ は ωによらない定数）．この f を万能逐次的

µ-検定（Universal Sequentialµ-test）と呼び δ0(·|µ)で表す．無限長の 2進列 ωが万能逐次的

µ-検定に棄却されないとき，すなわち δ0(ω|µ) < ∞であるとき，ωは µ-ランダムであるとい

う．簡単に述べれば，µに対する計算可能なすべての検定に合格する系列を µ-ランダムな系

列と呼ぶということである．なお，µ-ランダムな系列の集合は確率測度 1を持つ，すなわち

µ({ω : δ0(ω|µ) < ∞}) = 1となる．特に µが一様分布のとき，µ-ランダムな系列を（アルゴリ

ズム情報理論的に）ランダムな系列と呼ぶ．

上のようにランダム性を定義すると，ランダム性と圧縮不可能性とのつながりを示す次の

事実が成り立つ：無限長の 2進列 ω ∈ {0,1}∞ がランダムであるのは，ある定数 cが存在し

てすべての nに対して K(ω1:n) ≥ n − cであるとき，かつ，そのときに限る．すなわち，ω

がランダムであることは，ω が漸近的に圧縮できないことと等しい．また，この事実より，

ρ(ω) = supn∈N {n− K(ω1:n)}と定めれば，ρ(ω) < ∞となるのは ωがランダムであるとき，か

つ，そのときに限られる．すなわち，コルモゴロフ複雑度を用いて一様分布に対する万能検

定を構成できる．

（2）停止確率

実数 Ω ∈ [0, 1)を Ω =
∑

p:U(p) halts2−`(p) によって定義する．ここで和は万能チューリング

機械 U を停止させるプログラム全体にわたってとられる．Ωは，一様分布からランダムに発

生させた 2進列を入力として与えたときに万能チューリング機械 U が停止する確率であり，

停止確率（Halting Probability）と呼ばれる．

停止確率 Ωは以下の性質を持つ．(1)Ωは計算不可能である．(2) Ωを 2進数展開したとき

の小数点以下 1桁目から n桁目までのビット列 Ω1:n ∈ {0,1}nが与えられたとすると，長さ n

の任意の 2進列 pについて，pを入力したときにチューリング機械 U が停止するか否かを判

定することができる．(3)ある定数 cが存在して，任意の nに対して Ω1:nは K(Ω1:n) ≥ n− c

となる．すなわち，Ωはランダムである．

6--4--4 コルモゴロフ複雑度とデータの構造

（1）コルモゴロフ最小十分統計量

長さ nの 2進列 x ∈ {0,1}n を次のように符号化することを考える．まず xを含むある集

合 S ⊆ {0,1}n を符号化し，次に xが S のどの要素かを log|S| ビットで符号化する．この
ような 2段階符号化が最適，すなわち K(S|n) + log|S| ≈ K(x|n) となるならば，集合 S は x

が持つ構造をすべて捉えており，S が与えられたもとで xはランダムになっていると考え
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ることができる．このような考えに基づき，コルモゴロフ構造関数（(Kolmogorov Structure

Function）を Kk(x|n) = min
{
log|S| : `(p) ≤ k,U(p,n) = S, x ∈ S ⊆ {0, 1}n}と定める．そして，

定数 cを任意に固定して k∗ = min{k : k + Kk(x|n) ≤ K(x|n) + c}とし，k∗ に対応する集合 S

と入力 pをそれぞれ S∗ と p∗ で表す（つまり S∗ と p∗ は log|S∗| = Kk∗ (x|n)，`(p∗) ≤ k及び

x ∈ S∗ = U(p∗, n)を満たす）．このとき p∗（あるいは S∗）を xのコルモゴロフ最小十分統計

量（Kolmogorov Minimum Sufficient Statistics）という5)．コルモゴロフ最小十分統計量 p∗

は，xに含まれる構造の最もコンパクトな表現になっていると考えることができる．

（2）コルモゴロフ複雑度に基づくモデル選択

あるデータ x ∈ {0,1}∗ が与えられたとき，そのデータを生成した情報源の構造を推定すると
いう問題を考える．ここで，データは何らかの確率分布に従って生成されると仮定する．つま

り，あるパラメータ θ ∈ Θによって Pθ と指定される確率分布の族 {Pθ}θ∈Θ があって，その中
のいずれかの確率分布 Pθ に従って xが生成されたと考える．すると問題は，与えられたデー

タ xに対してどのパラメータ θ ∈ Θを選ぶかという問題になる．なお，一般的に，パラメータ

空間 Θは，幾つかの異なる構造を持つ部分空間から構成される（例えば，Θ = Θ1 ∪Θ2 ∪ · · ·
で，各 nについて Θn が次数 nのパラメータの集合である場合など）．

この問題に対して，ここではデータの記述量の観点から選択基準を考える．いま，最初に

パラメータ θ を K(θ)ビットで記述し，その後 Pθ に対するシャノン・ファノ符号を用いて x

を − logPθ(x)で符号化するという 2段階符号化を考える．このような符号化を行うと，xは

− logPθ(x) + K(θ)ビットで符号化されることになる．この「xを符号化するのに必要なビッ

ト数」を最小にする θ は，xを記述するのに最も適したパラメータであると言える．このよ

うに考えると，与えられたデータ x ∈ {0,1}∗ に対して − logPθ(x) + K(θ)を最小にする θ ∈ Θ

を選べばよいという選択基準を得ることができる．

上で述べた選択基準は，K(θ) が計算不可能なので実際に利用することはできない．しか

しながら，モデルを符号化するための記述量 (K(θ)) とそのモデルのもとでのデータの記述

量 (− logPθ(x)) との和を最小にするモデルを選択するという考え方は，MDL（Minimum

Description Length）原理7)やMML（Minimum Message Length）原理8)の基本的な指針を与

えている．
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