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■1群（信号・システム）-- 11編（非線形問題）

3章 様々な非線形問題

（執筆者：）

■概要■

【本章の構成】
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■1群 -- 11編 -- 3章

3--1 非線形解析

3--1--1 非線形回路解析 （執筆者：丹治裕一，山村清隆）［2009年 6 月受領］

非線形回路の解析手法及びこれらを基に開発された回路シミュレータの集積回路の発展に

果たしてきた役割は非常に大きい．現在では，集積回路及び周辺設計の様々な段階で，回路

シミュレータが使用されている．現在の回路シミュレータのほとんどが，1972年にペダーソ

ンらによって開発された SPICE（Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis）に

基づいている．SPICEでは，半導体デバイスを数式モデルで表現し，修正節点解析法1)を用

いて回路網を定式化，様々な非線形数値解析アルゴリズムを用いることで，設計者に有用な

情報を与えている．この節では，回路シミュレータの主要な機能である直流解析，過渡解析，

定常解析についてその概要を述べる．本分野及び関連の話題は，文献 2)を参考にされたい．

非線形回路網を修正節点解析法で記述すると以下のように表される．

Gx + C(x)
dx
dt

+ f (x) = J(t) (3・1)

ここで，各行列，ベクトルは，

x(t) =


v(t)

i(t)

 , G =


N A

−AT 0

 , C(x) =


Q(x) 0

0 H(x)



であり，v(t)及び i(t)は，それぞれ，節点電圧，インダクタ，独立電圧源などの枝電流，N及

び Aは，それぞれ，節点コンダクタンス行列，インシデント行列，Q(x)及び H(x)は，それ

ぞれ，キャパシタンス，インダクタンス行列， f (x)は非線形特性，J(t)は強制入力，t は時

間を表している．修正節点解析法はあらゆる種類の回路網に対応しており，ネットリストと

呼ばれる回路網のテキスト記述から，式 (3・1)の係数行列を作成することも容易である．し

たがって，修正節点解析法は，回路シミュレータの構成に最も適した解析手法である．

（1）直流解析

電子回路は通常，直流電源及び交流電源を有する．回路網の過渡解析を行うためには，回

路網の初期値が必要となるが，これを得るには，直流電源を与えた場合の定常値（回路理論

では動作点，非線形理論では平衡点）が必要である．また，回路網のマクロモデリングでは，

直流特性が必要である．回路シミュレータでは，回路網の直流特性を調べる機能は直流解析

と呼ばれている．

直流解析では，式 (3・1)の時間微分項を消去して，以下の非線形方程式が解かれる．

Gx + f (x) = J0 (3・2)

ここで，J0は直流の強制入力を表している．式 (3・2)の求解には，式 (3・2)を一次のテイラー

展開を用いて，非線形方程式を線形化して解くニュートン・ラフソン法が用いられる3)． j + 1

番目の反復解 x j+1 は以下のように書くことができる．

x j+1 = x j −
[
∂ {Gx + f (x)}

∂x

∣∣∣∣∣
x=x j

]−1 {
Gx j + f (x j) − J0

}
(3・3)
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ニュートン・ラフソン法の魅力の一つに，その優れた局所的収束性がある. すなわち，初期

値 x0を解 x∗ の十分近くに選べば,式 (3・3)により生成される反復解の列 {x j}は x∗ に二次収
束する．ここで二次収束とは,一反復ごとに反復解の誤差が 2乗のオーダーで小さくなって

いくことをいう．しかし初期値が解から離れている場合は収束の保証がなく，収束しないこ

ともしばしばある．

ニュートン・ラフソン法のように初期値を解の近くに選ばないと収束の保証がない方法を

大域的収束性がないという．逆に任意の初期値から必ず解に収束する方法，もしくは解に収

束するような初期値を事前に選べる方法を大域的収束性があるという.

大域的収束性を保証する方法としてホモトピー法が知られている3, 4)．ホモトピー法とは，

既知解 x0 をもつ補助方程式を解きたい方程式 (3・2)へと連続的に変形し，その結果生ずる

「x0と x∗ を結ぶ解曲線」を x0から出発して追跡することにより解 x∗ を求める方法である．
そのような解曲線の追跡法としては弧長法3)，球面法4)，解曲線追跡回路による方法3)などが

知られている．また修正節点方程式に対してはホモトピー法は大域的収束性をもつことが証

明されており5)，理論面・実用面での有効性が確認されている4)．

（2）過渡解析

過渡解析は回路シミュレータの機能として最も使用頻度が高い．過渡解析では，式 (3・1)

を離散化し，各時刻での応答を求める．離散化には数値積分法が用いられる．非線形回路に

はダイオード，トランジスタなど強非線形性を有する素子が含まれるため，解析される系は

スティフとなる．それゆえ，スティフな系においても解析が可能なように，後退オイラー法，

台形公式，Gear法などの陰的数値積分法を用いる3)．

例えば，式 (3・1)に後退オイラー法を用いると以下が得られる．

Gxn + C(xn)
xn − xn−1

h
+ f (xn) = Jn (3・4)

ここで，添え字 nは時刻 tnを意味し，h = tn − tn+1は時間刻み幅を表している．式 (3・4)は

明らかに非線形代数方程式であり，直流解析と同様，求解にはニュートン・ラフソン法が用

いられる．ニュートン・ラフソン法が収束しない場合及び前時刻よりの変化量が大きい場合

には，時間刻み幅 hを小さくとり，再度，非線形代数方程式の求解を行う．

（3）定常解析

回路網の定常応答を求めるには，ある時刻とその 1周期後の応答が等しくなるまで過渡解

析を実行すればよい．しかしながら，通信，パワーエレクトロニクス用の回路では，定常状

態に到達するまでには非常に長い時間を必要とする．そのため，過渡解析に基づく方法では

定常応答を求めることが困難な場合がある．そこで，定常解析を効率良く行う方法が検討さ

れ，これに基づいた回路シミュレータが開発されている．

定常応答を求める方法は，時間領域における方法と周波数領域における方法に大別される．

時間領域における方法はシューティング法と呼ばれ，周波数領域における方法は調波平衡法

と呼ばれている．周期定常解の概略は，図 3・1のように示される．すなわち，

F(x(0)) = x(0)− x(T) = 0 (3・5)

を満たすような初期値 x(0)が得られれば，定常応答は式 (3・4)の過渡解析を実行することで

求めることができる．初期値 x(0)を求めるために，式 (3・5)にニュートン・ラフソン法を適
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図 3・1 強制振動系における定常周期解の概略図

用する．ここで，x(T)及びヤコビ行列を求めるために，過渡解析が複数回，必要となる3)．

一方，調波平衡法では応答 x(t)をフーリエ級数:

x(t) = X0 +

M∑

i=1

(X2m−1 coskωt + X2m sinkωt) (3・6)

で近似する．式 (3・6) を式 (3・1) に代入し，各周波数成分ごと評価すると，フーリエ係数

X0, X1, X2, . . . , X2M−1, X2M に関する (2M + 1)× N次元（回路網の次元を Nとする）の非線

形代数方程式が得られ，これをニュートン・ラフソン法で解くことにより定常応答式 (3・6)

を求める．ここで，ヤコビ行列は，高速フーリエ変換を利用することで効率良く作成するこ

とができる．また，調波平衡法ではニュートン・ラフソン法において，大規模な線形連立方

程式の解法が必要となるため，反復解法により演算効率を改善する6)．

時間領域，周波数領域，いずれの方法が優れているかは回路に依存するため，両方法の併

用を考える必要がある．

3--1--2 精度保証付き計算

（執筆中）
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■1群 -- 11編 -- 3章

3--2 複雑ネットワーク
（執筆者：木村貴幸・池口　徹）［2010年 5 月受領］

ニューラルネットワーク，インターネット，World Wide Webなど，実世界には様々なネッ

トワークがある．これらをグラフを用いてモデル化し，そのネットワークの構造的特徴を解

析することにより，例えば，神経回路網の形成過程の解明，情報混雑・攻撃などを抑えるコン

ピュータネットワークの構築など，種々の工学的応用が実現できる．本節では，まず始めに，

グラフについて述べる．また，近年提案された，スモールワールドネットワーク，スケール

フリーネットワークなどに代表される複雑ネットワークについて述べる．

3--2--1 グラフ

（1）グラフの定義

G = (N ,L) で表される図形をグラフという．ここで N ≡ {n1, n2, n3, . . . ,nN} はグラフ G

におけるノード集合（または頂点集合）であり，L ≡ {l1, l2, l3, . . . , lK}はリンク集合（または
枝集合）である．N ≡ |N|と K ≡ |L|はそれぞれ，ノードとリンクの総数である.

グラフ Gは N × N の 隣接行列 A を用いて表現される場合が多い．隣接行列 A の i j 成

分 ai j は，0または 1の値をとる．ノード i とノード j が隣接していない場合 ai j = 0となり,

ノード i とノード j が隣接している場合 ai j = 1となる．グラフの一例を図 3・2に示す．

図 3・2 N = 7,L = 12のグラフの一例. (a)無向グラフ (b)有向グラフ (c)重み付き無効グラフ．wi j はノー

ド i j 間の結合重みを表す．また，リンクの結合重みを，リンクの太さとして表現している．

（2）次数，部分グラフ，経路

グラフGにおいて，ノード i の次数 ki は，ki =
∑N

j=1 ai j で定義される. 有向グラフの場合，

ノード i の次数は，入次数 kin
i =

∑N
j=1 ai j と出次数 kout

i =
∑N

j=1 ai j の和 ki = kin
i + kout

i となる．

部分グラフ G′ = (N ′,L′)とは，N ′ ⊆ N かつ L′ ⊆ Lとなるグラフのことである．ノード i j

間におけるグラフGの道（walk）とは，ノード i から出発し，ノード j で終了するノードと

リンクの列である．このとき，リンクの重複を許さない道のことを，ノード i j 間の路（trail）

と呼び，頂点の重複を許さない道のことを，ノード i j 間の径（path）と呼ぶ．したがって，リ

ンクとノードの重複を許さないノード i からノード j までの道を，ノード i j 間の経路と呼ぶ．

（3）ネットワーク

グラフの頂点や枝に対して物理的な量を与えることにより，グラフからネットワークが形

成される 1)．例えば，ノードを人と考え，リンクをそれらの友人関係と見なすことにより，友

人関係のネットワークが構成される．また，インターネットの場合，各ルータをノードとみ
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なし，それらルータ間の情報伝送路をリンクと見なすことにより，インターネットのネット

ワークが形成される．

3--2--2 スモールワールドネットワーク

（1）平均頂点間距離

ネットワークの平均頂点間距離 Lは次式で定義される2, 3)．

L =
1

N(N − 1)

N∑

i=1,i, j

N∑

j=1

di j (3・7)

式 (3・7)において，di j はノード i とノード j 間の最短距離である．Dijkstraアルゴリズムや

幅優先探索4) などの最短経路探索アルゴリズムを用いることにより，ノード間の最短距離が

求まる．ネットワークにおける di j の最大値をネットワークの直径（diameter）という．平均

頂点間距離は，インターネットにおけるパケット送信5)や，ネットワークの内部構造を特徴

づける指標6, 7) として重要な値となる．

ネットワークが結合していない場合，ノード i j 間の経路が存在せず，di j の値が発散して

しまう問題があるが，この問題を対処する方法として，式 (3・7)の総和の最大値を決めるこ

と3)や，距離についての調和平均を取る方法8)，または，Efficiencyグラフを用いる方法など

が提案されている9, 10)．

（2）クラスタ係数

ネットワークのクラスタ係数 Cは次式で定義される．

C =
1
N

N∑

i=1

ci (3・8)

ここで，

ci =

N∑

j=1

N∑

m=1

ai ja jmami

ki(ki − 1)
(3・9)

友人関係のネットワークであれば，自分と共通の友人達が，それぞれ友人であるかどうか

というノード間の局所的な結合の強さを表すのがクラスタ係数である6)．

ネットワークのクラスタ係数を求める他の手法として，k近傍を求める方法11)や，ネット

ワーク内のサイクルを求める方法12)などが提案されている．また，有向ネットワークにおけ

るクラスタ係数を求める方法13)なども提案されている．

（3）実ネットワークの構造的特徴

実際に存在する実ネットワークについて，ノード数 N,平均頂点間距離 L，クラスタ係数

C,べき指数 γをまとめたものを表 3・1に示す．べき指数 γについては 3--2--3節で述べる．

表 3・1から，ネットワークのノード数に違いはあるが，各ネットワークとも平均頂点間距

離 Lが小さくなることが確認できる．形状が規則的なネットワークの場合，その規則性から

平均頂点間距離 Lとクラスタ係数Cはそれぞれ共に大きな値をとる．ランダムネットワーク
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の場合，ネットワーク内には数多くのショートカットが存在し，したがって平均頂点間距離

Lは小さくなる．また，結合のランダム性から，クラスタ係数 Cの値も小さくなる．しかし，

表 3・1から，実ネットワークの多くは，平均頂点間距離 Lは小さくかつクラスタ係数 Cの

値が大きくなっていることが分かる．実ネットワークの平均頂点間距離 Lは，L ∝ logNと

なることが報告されている2, 3). また，Milgramが行った実験14)では，知人関係を表すネット

ワークの平均頂点間距離 Lは，L ∼ 6となることが報告されている．

表 3・1 実ネットワークの構造的特徴

実ネットワーク名 ノード数 N 平均頂点間距離 L クラスター係数 C ベキ指数 γ

As 2001 11,174 3.62 0.24 2.38

Gnutella 709 4.3 0.014 2.19

WWW ∼ 2× 108 16 0.11 2.1/2.7

Protein 2, 115 2.12 0.07 2.4

Metabolic 778 7.40 0.7 2.2/2.1

Math1999 57,516 8.46 0.15 2.47

Actors 225,226 3.65 0.79 2.3

実ネットワークはそれぞれ，AS2001; 2001年のインターネットにおける AS(Autonomous System)15), Gnutella;

Peer-to-Peerネットワーク16), WWW; World Wide Web17), Protein;タンパク質間相互作用ネットワーク18),

Metabolic;代謝反応ネットワーク19), Math1999;学術論文における共著者関係ネットワーク20), Actors;映画

における共演関係ネットワーク3, 21). WWWと Metabolicは有向ネットワークのため，入次数，出次数のそ

れぞれの順でベキ指数 γ の値を記載している．

（4）スモールワールドネットワークの作成方法

前節で述べたように，実ネットワークは，平均頂点間距離 Lが小さく，かつ，クラスタ係数

Cが大きくなることが明らかとなった．1998年，D. J. Wattsと S. Strogatzは，平均頂点間

距離が小さくかつクラスタ係数が大きいスモールワールド構造を有する，スモールワールド

ネットワーク（WSモデル）を提案した3)．WSモデルは，下記の手順を用いて作成される．

1. 円環上にノードを N個配置する．このとき，各ノードは k個の次数（kは偶数）をも

つ．ノード i (i = 1, . . . ,N)について，左隣と右隣に対してそれぞれ，頂点 i から k/2

個離れたノードと頂点 i をつなぐ．

2. ネットワーク内の kN/2本のリンクに対して，枝交換確率 pを導入し，つなぎ替えを

行うリンク pkN/2本を決定する．選択されたリンクに対して，どちらの頂点を切り離

すかを 1/2の確率を用いて決定する．

3. 枝の新しいつなぎ先をランダムに決定する．

WSモデル以外の方法として，リンクを追加することによりスモールワールドネットワー

クを作成する方法22, 23) などが提案されている．枝交換確率 pを変化させた場合の，平均頂点

間距離 Lとクラスタ係数 Cの結果を図 3・3に示す．図 3・3から，枝交換確率 pが少しでも

0より大きくなると，平均頂点間距離 Lが小さくなることが分かる．これに対して，クラス
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図 3・3 枝交換確率 pを変化させた場合の平均頂点間距離 L(p) とクラスター係数 C(p).

タ係数 Cは高い値を保っている．表 3・1から，実ネットワークの多くは，平均頂点間距離 L

が小さくかつクラスタ係数 Cが大きくなることを既に述べた．したがって，規則的なネット

ワーク（p = 0）やランダムネットワーク（p = 1）とは異なり，枝交換確率 0 < p < 1の場

合，作成されたネットワークは，実ネットワークと同様にスモールワールド構造を持ってい

ることが分かる．スモールワールド現象の発生については，文献 23, 24)で詳しく解析されて

いる．

3--2--3 スケールフリーネットワーク

（1）次数分布

ネットワークにおける次数分布 P(k)は，ネットワーク内のあるノードが k個の次数をもつ

確率によって定義される．有向ネットワークの場合，次数分布はそれぞれ，入次数の次数分

布 P(kin)と出次数の次数分布 P(kout)によって定義される．ネットワークにおいて，その次数

分布がどうなるかを見るには，すべての次数 kについて，その次数分布 P(k)をプロットすれ

ばよい．

（2）スケールフリー特性

ネットワークの形状が規則的やランダムの場合，その次数分布 P(k)は二項分布またはポア

ソン分布に従う25, 26)．しかし，現実のネットワークの多くは，その次数分布 P(k) がべき分

布，すなわち，P(k) ∼ k−γ となることが知られている．実際，表 3・1から，ネットワークの

べき指数 γ は，2 < γ < 3となることが分かる．このように，次数分布がべき則となるネッ

トワークをスケールフリーネットワークという27, 28). ネットワークにおける相転移29) やフラ

クタル構造30) に対して，べき則は重要な役割をもつことが知られている．

（3）スケールフリーネットワークの作成方法

1999年，R. Albertと A.-L. Barab́asiは，優先的選択とネットワークの成長という二つの

要素を融合させた，スケールフリーネットワークモデル（BA モデル）を提案した27, 28)．BA

モデルは下記の手段を用いて実現される．

1. 初期ノード数 m0を決定し，m0個のノードから構成された完全グラフを作成する．
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2. 各スッテップ t (t = 1,2,3, . . . ,N −m0)において，m本のリンクをもつノードを新たに

追加する．このとき，新たに追加するノードの j ( j = 1, . . . ,m)番目のリンクを，ネッ

トワーク内に既に存在しているノードに結合させるために，次式で定義される優先度

確率を用いて，結合させるノード i を決定する．

∏

j→i

=
ki∑Ni

l=1 kl

(3・10)

式 (3・10)において，ki はノード i の次数, Ni はノード i の隣接ノード数である．上記の手

順を用いて作成された N = 102の BA モデル,及び N = 105の BA モデルにおける累積次数

分布を図 3・4に示す．図 3・4（右図）から，BA モデルにおける次数分布 P(k)はベキ分布に

従っていることが分かる．

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

100 101 102 103 104 105 106

P(
k)

k

図 3・4 BA モデル (N = 102,m0 = 4,m = 3)の一例 (左) と，N = 105 における累積次数分布 (右)．

t = ∞ とした場合，BA モデルのべき指数 γ は γ = 3となる．平均場近似28, 31) や，マス

ター方程式32)などを用いることにより，BA モデルにおけるべき則は導出される．特に，べ

き則の導出過程に関しては増田ら33)の解析が詳しい．有向なスケールフリーネットワークの

作成方法は Krapivskyらによって提案されている34)．また，種々の γ 値を有するスケール

フリーネットワークを作成させるために，BA モデルを改良した作成アルゴリズムが提案さ

れている．例えば，線形優先的選択（linear preferential attachment）32) や非線形優先的選択

（nonlinear preferential attachment）34) を用いた作成方法，または，既存ノードにおける情報

の減衰性（より新しいノードほど高い結合確率を有すること）などが導入された作成アルゴ

リズム35) などが提案されている．そのほかの作成アルゴリズムについては，複雑ネットワー

クのレビュー論文36, 37) や学術書5, 38, 33, 39) などを参照されたい．
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■1群 -- 11編 -- 3章

3--3 時空ダイナミクス

3--3--1 結合発振器

（執筆中）

3--3--2 ソリトン

（執筆中）

3--3--3 セルオートマトン （執筆者：鳥飼弘幸）［2009年 3 月受領］

Stephen Wolframによる文献 1)に従うと，セルラーオートマトン（Cellular Automaton,

CA）とは複雑な自然系を説明するための数学モデルであり，簡素で同一の構造をもつ多数の

サイト（セルとも呼ばれる）の格子状の近傍結合系である．各サイトの状態は同一のルール

に従って離散時間に対して同期的に更新される．また各サイトの値は 1時刻前の同サイトと

その近傍サイトの状態によって決まる．CA の一般論についてはWolframによる文献 2)に

丁寧に述べられている．また非線形力学系の立場からの CA の分類法などについては Chua

などによる一連の文献 3)に詳しく述べられている．超離散力学系の立場からの CAについて

は広田と高橋による文献 4)に詳しく述べられている．CAの概論については名著1, 2, 3, 4)に譲

ることにして，本ハンドブックでは CAの応用研究をいくつか紹介したい．

CA による音声符号化5)

和田，黒岩，奈良は，CA のルールテーブルを動的に切り替えることにより任意の音声信

号が CAのルールテーブル集合へと符号化できることを示した．特に，少数のルールテーブ

ルの切替えにより任意の音声信号が可逆圧縮できることを示した．

CA による画像処理とビジョンチップ6)

池辺と浅井は，画像処理手法の一つであるモルフォロジー演算における代表的な演算（例

えば，ずらし重ね（Dilation）と掻き取り（Erosion））を実現する CAを用いた画像処理アル

ゴリズムを提案した．同アルゴリズムは高速な画像処理が可能であることを示し，また同ア

ルゴリズムを集積回路に実装してビジョンチップを開発した．

CA の逆問題7)

斎藤などは，任意のパターンを発生させるための CAルールテーブルの合成法として，バイ

ナリーニューラルネットワークとその学習法を提案した．特に，非可逆圧縮的に多少の誤差

を許容して与えられたパターンを再現するためには簡素なバイナリーニューラルネットワー

クによる CAの合成法が有効であることを示した．

CA に基づいた神経細胞モデル8)

鳥飼などは，離散時間と離散状態を有する神経細胞モデルを提案し，非線形微分方程式で

記述されるスパイクニューロンモデルの様々な周期的・カオス的な現象を近似するための学

習法を提案した．これにより，与えられた特性をチップ上で自動的に獲得できるパルス結合

ニューラルネットワークの合成の基礎を固めつつある．
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3--3--4 反応拡散系，時空カオス （執筆者：浅井哲也）［2009年 8 月受領］

反応拡散系とは，非平衡状態において反応現象と拡散現象が混在したシステムのことをい

う．物質やエネルギーの流れを伴う非平衡－開放系では，反応の非線形性が著しく強調され

て,平衡系からは予想もつかない動的（ダイナミック）で多様性に富む世界が出現する．例え

ば,ベローゾフ・ジャボチンスキー（BZ）反応に見られるようなダイナミックな螺旋パター

ンの発生，動物の縞状体模様（チューリング構造）の発生，化学パターンの自己複製現象な

どは,反応拡散系における現象の典型例である9)．

化学物質の反応と拡散のモデル（反応拡散モデル）を,以下のような連立偏微分方程式

∂xi(r , t)
∂t

= Di∇2xi(r, t) + fi
(
xi(r , t)

)
, (3・11)

で表す（xi は反応種の濃度，r は空間，tは時間，∇2は空間のラプラシアン，Di は拡散係数，

fi は非線形反応項）．なお，この式は必ずしも化学反応に限られたモデルではない．

よく知られている反応モデルとして,二変数のオレゴネータがあげられる9)．これは，生物

の代謝回路（クエン酸／ TCA 回路）を模した BZ 反応のモデルの一つで，そのダイナミク

スは

τ
dx1

dt
= x1 (1− x1) − a x2

x1 − b
b + x1

, (3・12)

dx2

dt
= x1 − x2, (3・13)

で表される．ここで，x1と x2はそれぞれ HBrO2と Br−イオンの濃度に相当する量を表し，τ，
a，bは反応パラメータである．ここで，HBrO2イオンの反応速度は，Br− のそれよりも十分
に速い（τ � 1）．オレゴネータのイオン濃度が変化しない点の集合（dx1/dt = 0，dx2/dt = 0）

をヌルクラインと呼び，それは式 (3・12)と式 (3・13)より

x2 =
x1 (x1 + b)(1− x1)

a (x1 − b)
, (≡ l1) (3・14)

x2 = x1． (≡ l2) (3・15)

である．これらのヌルクライン（l1 と l2）の交点が，オレゴネータの固定点となる．

図 3・5に典型的なパラメータを用いた場合のオレゴネータの相平面上の軌道とヌルクライ

ンを示す．パラメータの値（固定点に位置）に応じて，安定性が変化する．図 3・5(a)に示す

ように，a = 1のとき，固定点はヌルクライン l1の dx2/dx1 > 0の位置にあり，このとき，そ

の固定点のまわりにリミットサイクルが現れる．また a = 3では，固定点がヌルクライン l1
の dx2/dx1 < 0の位置にある．この場合の固定点は，図 3・5(b)に示すように漸近安定となる．

ここで，生体組織とオレゴネータとの対応について考えてみよう．刺激を受けると興奮す

る性質のある細胞には，刺激が与えられて興奮状態にある興奮期，興奮が収まり刺激を与えて

も興奮しない不応期，及び刺激を与えると興奮する休止期の三つの状態がある．オレゴネー

タは，このような興奮性細胞と同様の振る舞いを示す．つまり，図 3・5(b)中のラベルが示す

ような，休止期（A），興奮期（B→ C），不応期（D→ A）の三つの状態をもつ．これらの状

態はそれぞれ，Br− イオンの消費，HBrO2イオンの自己触媒的増加（触媒の酸化），Br− イオ
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図 3・5 二変数オレゴネータの相平面上での振る舞い（τ = 10−2, b = 0．02）: (a)振動解; (b)安定解

ンの消費（触媒の還元反応）を表す．オレゴネータが休止期にあるときは，外部からの刺激

によって興奮できる状態にある（A → B）．興奮性細胞と同様，興奮後に不応期にはいる（C

→ D）．不応状態では，外部から入力があっても興奮しない．

オレゴネータの反応ダイナミクスを式 (3・11)に代入した二次元系が BZ 反応拡散系の典

型的な例である．この系のシミュレーション例を図 3・6 に示す（D1 = 5 × 10−4, D2 = 0,

τ = 10−2, a = 3, b = 0.02,図の濃淡は x2 の大きさ）．この図は自発的秩序形成の例であり，

螺旋構造が回転しながら空間を広がっていく．一般によく知られたチューリングの反応拡散

モデル，FitzHuge-南雲型の反応拡散モデル，Gray-Scottモデルなども式 (3・11)のかたちで

表される9)．それぞれが異なった反応項をもっており，現れる秩序構造もそれぞれ特徴的で

ある．

図 3・6 興奮性オレゴネータを反応項にもつ反応拡散系の振る舞いの例

カオスダイナミクスを反応項にもつような系も考えられる10)．式 (3・11)のかたちの系で

は，反応要素間の空間相互作用は “拡散” である．拡散に限らず,カオス的な振る舞いを示す

要素を相互作用させたような舞台をつくれば，そこでは時間的にも空間的にもカオス的な振

る舞い（時空カオス）が見られるだろう．時空カオスという言葉の定義はいまだ議論の最中

ではあるが，一般的な事実は,時空カオスを示すような系では，その系が平衡状態からずっと

遠いところにあるとき，微少な空間摂動が系全体のダイナミクスに大きな影響を与える，と

いうことである．

3--3--5 ILM （執筆者：吉村和之）［2009年 3 月受領］

空間的離散性と非線形性を備えた力学系において，空間的に局在した振動モードが存在す

る11)．この局在振動モードを，Intrinsic Localized Mode（ILM），または，Discrete Breather
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と呼ぶ．ILM のダイナミクスを記述する数理モデルとして，質点と相互作用（ばね）で構成

される格子模型が広く用いられている．相互作用が線形の格子系の場合，格子中に軽い質点

（不純物）が１個存在すると，その周りに局在振動が現れることはよく知られている．非線

形格子系においては，すべての質点が同一質量をもち不純物がない場合にも，格子の任意の

位置に局在振動モードが存在し得る．ILM という名称は，不純物に起因しない系固有の局在

振動モードである点に由来する．ILM は，保存系と散逸系のいずれにおいても存在し得る．

保存系の場合，系の可積分性は必要ない．また，空間一次元系に限らず，二次元系や三次元

系にも存在し得る．これらの性質により，ILM は，自然界において普遍的な励起構造である

と考えられる．実験的には，ジョセフソン結合素子系，非線形光学結晶，マイクロカンチレ

バーアレイなどで観測されている．ILM 研究の現在までの発展に関しては，文献 12, 13, 14)

を参照されたい．

代表的な格子模型の一つである一次元 Fermi-Pasta-Ulam（FPU）格子模型を例にとり，ILM

の出現メカニズム，及び，諸性質について説明を行う．FPU格子の運動方程式は，次式で与

えられる．

d2qn

dt2
= qn+1 − 2qn + qn−1 + β(qn+1 − qn)3 − β(qn − qn−1)3

ここで，qn は n番目の質点変位，βは非線形相互作用の強さを表す定数である．対応する線

形格子系（β = 0）には，qn(t) = exp[i(kn−ωt)] で与えられる空間的に広がった波形をもつ線

形固有モードが存在する．式中の kと ωは，それぞれ，線形固有モードの波数と振動数であ

る．波数 kと振動数 ω の分散関係を図示すると，図 3・7(a)に示すような曲線となる．系の

離散性により，線形固有モードが取り得る振動数に上限が存在し，最大振動数 ωmaxより上に

禁止帯が現れる．連続系の場合には，上限は存在せず，任意の振動数をもつ線形固有モード

が存在する．最大振動数 ωmaxの存在は，離散系の著しい特徴である．線形格子系において

は，ωmaxを超える振動数の格子振動は出現しない．一方，正の非線形相互作用（β > 0）が

ある場合，振幅が増大すると格子振動の振動数が増加するため，ωmaxを超える振動が可能と

なる．この非線形効果により，ある質点の振動数が ωmaxを超えた場合，その振動は線形固

有モードと共鳴して系全体に広がることはできなくなる．その結果，限られた範囲の格子点

でのみ大きな振幅をもつ局在振動となる．このように離散性と非線形性の効果により，ILM

が存在する（図 3・7(a)）．なお，非線形 Klein-Gordon格子など FPU格子以外の格子模型で

は，複数の禁止帯が存在する場合がある．このような系においては，各々の禁止帯について，

そこに含まれる振動数をもつ ILM が出現し得る．ILM は，数学的には，運動方程式の空間

的に局在した周期解として定義される．種々の格子模型に対し，ILM 解の厳密な存在証明が

与えられている15, 16)．

一次元 FPU格子における ILM には，対称性の異なる 2種類のモードが存在する．対称性

の中心が格子点に位置するモードを，Sievers-Takeno mode，または，odd modeと呼ぶ（図

3・7(b)）．対称性の中心が格子点間に位置するモードを，Page mode，または，even modeと

呼ぶ（図 3・7(c)）．図では，質点変位を縦方向に描いてある．隣接する質点は，互いに反位相

で振動する．ILM の波形は，振動数に依存して変化する．振動数の増加に従って，局在性が

強くなり振幅が大きくなる．図に示す波形は，振動数が大きく局在性が強い状態である．ま
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た，安定性に関しては，Sievers-Takeno modeは線形不安定，Page modeは線形安定であるこ

とが知られている．

格子上を一定速度で伝播する移動型 ILM も，数値計算において観測されている．移動型

ILM の性質は，いまだ十分に解明されていないが，局在性が破れ空間的に広がったテイルを

伴うことや，ILM の振動数と速度に依存してテイル振幅と安定性が変化することなどが知ら

れている17)．2個の移動型 ILM どうしの衝突過程では，ソリトンの場合とは異なり，衝突の

前後で各 ILM の波形と速度は保たれない18)．ILM 間でエネルギー交換が行われ，速度変化

も生ずる．移動型 ILM の衝突過程は非常に複雑であり，いまだ十分に理解されていない．今

後の更なる解明が待たれる．

(a) (b)

(c)

図 3・7 ILM の存在メカニズムと波形
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■1群 -- 11編 -- 3章

3--4 フラクタルとその応用
（執筆者：徳永隆治）［2009年 4 月受領］

3--4--1 自己相似性，フラクタル次元

単位閉区間 [0,1] を三分割し，中央の開区間を取り除く再帰的操作によってつくられる極

限集合を 3進 Cantor集合という（図 3・8参照）．このコンパクト集合は，実数と同数の元を

もつ完全集合であり，内点をもたない完全非連結集合である．また，集合の局所構造が大域

構造と一致する自己相似性をもっている．

図 3・8 3進 Cantor集合（上から初期区間，1から 5回反復）

通常，整数（位相）次元をもつコンパクト集合は，長さ・面積・体積などにより“量”が

測られるが，自己相似集合は，“量”の一般化された概念である測度に基づき，非整数（フラ

クタル）次元によって特徴づけされる．

ある有界集合 Λ が，可算個の有界集合 A = {Ai} の合併で包含される場合，その細かさを
ε = supi diam(Ai)で表し，Aを Λの ε被覆という．なお，diam(X) = supx,y∈X ‖x− y‖は，長
さで測った集合の大きさである．ここで，被覆の“量”を M =

∑
i diam(Ai)p(p = 0)で評価

する．例えば，p = 1なら長さ，p = 2なら面積，p = 3なら体積による測定と考えればよ

い．M は，有界集合の交わりによって変化するため，最も交わりの少ない ε 被覆を選択し，

Mp
ε (Λ) = inf A{∑i diam(Ai)p : Ai ∈ A}とする．最終的に，細かさの極限における

　 Mp(Λ) = lim
ε→0

Mp
ε (Λ) = sup

ε>0
Mp
ε (Λ)

を，p次元 Hausdorff外測度といい，これを非零かつ有限とする pの値を Λの Hausdorff次

元という．例えば，単位閉区間 [0,1]を 2n個の長さ 2−nの閉区間で被覆するとき，M p(Λ) =

limn→∞(2/2p)n となり，収束と発散の境界値 p = 1が Hausdorff 次元となる．同様に 3進

Cantor集合を，2n 個の長さ 3−n の閉区間で被覆するとき，M p(Λ) = limn→0(2/3p)n となり，

Hausdorff次元は log 2/log 3となる．

距離空間 V 上の自己相似集合 Λが縮小定数 {si}をもつ可算個の縮小写像 {Wi : V → V}に
関して，Λ = ∪WiΛ 及び WiΛ ∩WjΛ(i , j) を満足する場合，超越方程式 1 =

∑
sp
i の解は

相似次元と呼ばれ，Hausdorff 次元に一致することが知られている．また，ε = diam(Ai) 及

び {Ai}の数を Nε と仮定し，Hausdorff外測度を limε→0Nεε
p で近似する場合，これが非零か

つ有限であるなら，Nε ∝ ε−p となる．この性質に注目し，被覆の細かさ εとその総数 Nε の

対数スケーリング p = limε→0− logNε/ logεによる非整数次元は容量次元と呼ばれる．この

ほか，実用的な非整数次元として，情報次元，相関次元などがあげられるが，Hentschelと

Procacciaによって，これらは一般化次元の特例であることが示されている．
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3--4--2 フラクタル画像処理

3 進 Cantor集合を例とする距離空間 V 上の大域自己相似集合 Λ は，複数の縮小写像

{Wi : V → V}による自己被覆性（self-covering property）Λ = ∪WiΛを満足する．Hutchinson

及び畑正義は，V上のコンパクト集合を元とする抽象空間が，Hausdorff距離の下で完備な距

離空間 U となり，不動点定理より Λ が縮小写像 FX = ∪Wi Xの漸近安定なコンパクト不変

集合となることを示している．

図 3・9 自己相似集合と部分自己相似集合（D は変域であり，Rは値域を示す）

Barnseley1)らは，任意のコンパクト集合 X ∈ U を不変集合とする写像 F の構成方法を逆

問題としてとらえ，コラージュ定理をはじめとする一連の反復関数系（IFS）理論によって，

画像合成あるいは画像符号化（圧縮）への応用を開拓した．特に，Jaquinは，区分的変域上

の一部を切り出し，全体に加える操作（図 3・9参照）を許容して定義される部分自己相似性

に注目し，任意の画像曲面を不変集合によって近似する局所反復関数（LIFS）符号化2)を提

案した．

図 3・10 局所反復関数系による画像復号（左から初期画像，1, 2, 3反復結果）

LIFS符号化とは，対象画像を交わりのない小（値域）ブロックに分割し，各々の値域ブ

ロック上の画素値を近似する大（変域）ブロックと対応する三次元局所変換を探索によって

求める処理であり，変域ブロックと局所変換を記述するすべてのパラメータが圧縮データと

なる．LIFS復号とは，任意の初期画像に対して，すべての局所変換を反復する処理であり，

処理結果は徐々に復号画像へ収束する．なお，局所変換は，変域ブロック上の画素値に対す

る (1)ダウンサンプル，(2)交流成分のスケーリング，(3)直流成分のバイアスという三つの操

作からなる（図 3・10参照）．画像曲面という微分不可能な幾何構造を部分自己相似性によっ

て記述し，その無限階層性から任意解像度で復号できることが，従来の画像符号化と異なる

特徴である．しかし，一般の画像曲面では，平坦，傾斜領域及び直線状の不連続領域（エッ

ジ）において部分自己相似性が適用できるのみで，複雑なエッジやテクスチャに対して局所
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変換の近似能力が極めて低いことが指摘されており，復号画像において任意の画品質を実現

するには，値域ブロックの細分割3)，ベクトル量子化・変換符号化などの異なる枠組みとの

併用4)が不可欠となる．

図 3・11 LIFS符号化における局所変換

LIFS符号化の上記の特性に注目し，井田孝らは，連結したエッジ（輪郭）を被覆する値域

ブロックをもつ局所変換による輪郭抽出法5)を提案している．まず，大雑把に輪郭をなぞる

近似曲線を 2値画像として設定し，対象画像を用いて変域ブロックが近似曲線を被覆する局

所変換を逐次的に求める．次に，近似曲線に局所変換の一部である画像平面上の二次元縮小

変換を施す．この処理を反復することで，近似曲線は徐々に輪郭へ収束して行く（図 3・12参

照）．従来の微分可能曲線の最適化に基づく輪郭抽出法では，輪郭形状が微分不可能な箇所で

不適切な局所解に陥る傾向があるが，自己相似曲線を用いる上記手法は，多様な輪郭に対応

できることを指摘している．

図 3・12 輪郭抽出（左から右へ：輪郭を被覆する値域ブロック，変域ブロックの例，近似輪郭，反復結果）
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